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Kapitel 1

Einfihrung und Grundlagen

1.1 Was ist Quantorenelimination und wozu dient sie?

Die Quantorenelimination ist ein Verfahren der mathematischen Logik, mit dem
Formeln vereinfacht werden. Anwendungsgebiete sind zum Beispiel Beweisver-
fahren fiir geometrische Sitze oder die Vereinfachung der Uberpriifung, ob eine
entscheidbare Theorie T erfiillbar ist. Hier zeigt man, dass jede in T enthaltene
Formel, die Quantoren enthilt, sich in eine quantorenfreie Formel umwandeln
lasst, die in T dquivalent ist. Die Giiltigkeit dieser quantorenfreien Formel in T
ist dann besonders einfach entscheidbar.

Quantorenelimination spielt auch in automatischen Beweisen und der Com-
puteralgebra eine wichtige Rolle, da sie hilft, das Entscheidungsproblem fiir die
zugrunde liegende Theorie zu vereinfachen oder sogar ganz zu 16sen.

Ob es eine Methode zur Eliminierung von Quantoren gibt, hingt von der
Sprache ab, in der die Formeln definiert wurden. Es ist haufig erforderlich, For-
meln umzuschreiben, zum Beispiel in Pranexform, bevor ein Quantorenelimi-
nierungsalgorithmus auf sie angewendet werden kann. Danach wird ein Quantor
nach dem anderen von innen nach auflen eliminiert.

1.2 Grundlagen

Um das Verfahren der Quantorenelimination in einer Theorie T verstehen zu
konnen, werden zunéchst einige Grundbegriffe erkldrt. Danach folgt eine kurze
Einfiihrung in die Zahlentheorie.

1.2.1 Grundbegriffe
Eine Struktur ist ein Paar ® = (Ug, Ix) und es gilt:

e Uy, ist eine beliebige Menge # ) (die Grundmenge bzw. das Universum)
e [y ist eine Abbildung, die:

— jedem k-stelligen Prédikatsymbol P (das im Definitionsbereich von
Is; liegt) ein k-stelliges Pradikat iiber Uy zuordnet



— jedem k-stelligen Funktionssymbol f (im Definitionsbereich von Iy)
eine k-stellige Funktion auf Uy zuordnet

— jeder Variablen x (wenn Iy auf  definiert ist) ein Element der Grund-
menge Uy zuordnet

e der Definitionsbereich von s ist eine Teilmenge von {Pf, f, xili =1,2,...
und £ =0,1,2,...}

e der Wertebereich von Iy ist eine Teilmenge aller Prédikate und Funktionen
auf Uy, sowie der Elemente von Ug

Eine Struktur heif’t passend zu einer Formel, wenn sie fiir alle in der Formel
vorkommenden Priadikatsymbole, Funktionssymbole und freien Variablen defi-
niert ist. Kine Formel F' gilt in einer Struktur R, falls R zu F passt und R F
wahr macht. Man sagt dann auch, dass ® Modell fiir F' ist und schreibt ® = F'.
F ist allgemeingiiltig, wenn jede zu F' passende Struktur ein Modell fiir F' ist. In
diesem Fall schreibt man = F. F ist erfillbar, wenn es mindestens ein Modell
fiir F' gibt.

Eine Theorie T ist eine Formelmenge, die gegen Folgerbarkeit abgeschlossen
ist, das heisst T ist eine Theorie, wenn fiir alle F; € T mit (i = 1,...,n)
und alle Formeln G gilt: Wenn G aus {F},..., F,} folgt, dann ist G € T. Alle
giiltigen Formeln sind in T enthalten. Ein Satz ist eine Formel, die Element
dieser Theorie T ist.

T kann also wie folgt definiert werden: Gegeben ist eine Struktur R. Die
Theorie zu dieser Struktur ist die Menge aller Formeln, die in R giiltig sind. Es
gilt also: T — ThR = {F|R | F}. Fiir jede Formel F' gilt entweder F' € T
oder -F € T | das heisst T ist immer vollstindig.

1.2.2 Einfiihrung in die Zahlentheorie

Im Folgenden wird die Sprache der Zahlentheorie betrachtet. Das ist eine pré-
dikatenlogische Sprache mit Gleichheit und den folgenden Parametern:

e V. was so viel bedeuten soll wie “fiir alle natiirlichen Zahlen”
e 0, einer Konstanten

e S | einem einstelligen Funktionssymbol fiir die Nachfolgerfunktion mit:
S:N—N und S(n)=n+1 VneN
Fiir jede natiirliche Zahl k gibt es einen Term SkO7 der fiir sie steht.

s% = o
S'o = so=1
S?20 = SS0=2

e <, einem zweistelligen Pridikatsymbol fiir die Ordnungsrelation in N



e +, - und E, zweistelligen Funktionssymbolen fiir die Operationen “Addi-
tion”, “Multiplikation” und “Exponentialfunktion”

R soll die Struktur fiir diese Sprache sein, also ® = (N,0,S5,<,+,-, F). Es
gilt |R| = N und 0 = 0. Man kann nun verschiedene “Untersprachen” dieser
Sprache bilden, indem man bestimmte Funktions- oder Pradikatsymbole einfach
weglésst. Im Folgenden wird nur Rg = (N, 0,.5) betrachtet.

1.3 Natiirliche Zahlen mit Nachfolgern

In der betrachteten Sprache Rg = (N, 0, S) der natiirlichen Zahlen mit Nachfol-
gern ist es immer noch moglich, jedes Element von N zu benennen. Als Para-
meter haben wir hier nur noch V,0 und S.

Ag sei die Menge, die aus den folgenden Sétzen S1 bis S4 besteht. Diese
Satze gehoren alle z7u ThRg, sind also in Rg wahr.

S1: V& Sz # 0 (0 hat keinen Vorgénger)
S2: VaVy(Sz ~ Sy — x =~ y) (die Nachfolgerfunktion ist injektiv)

S3: Vy(y # 0 — Jx y ~ Sx) (alle Zahlen ungleich 0 sind der Nachfolger einer
anderen Zahl)

S4:
VrSx # x
VeSSz # x (es entstehen keine Loops durch die
: Nachfolgerfunktion)
VeS"r % =

Rg ist also ein Modell fiir Ag (Rg E Ag).

Es gilt auferdem Cn Ag C Th¥Rg, wobei Cn Ag die Konsequenz von Ag ist.
Dies ist die Menge aller Sitze G, fiir die Ag Modell ist, oder anders gesagt, die
Menge aller Sitze G, die aus Ag folgen (Cn Ag = {G|As = G})

Um 7zu beweisen, dass sogar Cn Ag = ThRg gilt, werden zunéchst beliebige
Modelle fiir Ag betrachtet. Eine Struktur 2 = (| 2|, 0%, 8®) wird so konstruiert,
dass 2 Ag wahr macht.

Zuerst ldsst sich feststellen, dass S* wegen S2 eine injektive Abbildung sein
muss. Nach den Axiomen S1 und S3 muss S® auRerdem eine Abbildung von
|2 | nach |2 | — {0%} sein. Letzteres wird klar, wenn man sich iiberlegt, dass 0%
keinen Vorgénger haben darf. Wegen S4 diirfen natiirlich keine Loops entstehen.
Deshalb muss |2 | folgende Standardelemente enthalten, die alle verschieden sein

miissen:
0% — S%(0%) — S¥(s¥(0%) — ...

Wenn es noch andere Elemente a in || gibt, so gibt es auch deren Nach-
folger, den Nachfolger des Nachfolgers usw., wegen S2 und S3 muss |2(| sogar
den Vorginger von a, dessen Vorgénger usw. enthalten.



Damit auch hier kein Loop entsteht, miissen diese Elemente natiirlich alle
verschieden sein. Die Vorgidnger von a, a selbst und seine Nachfolger bilden
eine Kette, die so angeordnet ist wie die Menge Z der ganzen Zahlen (Z :=
{...,—=2,-1,0,1,2,...}). Deshalb sagt man, dass sie eine so genannte Z-Kette
bilden, die wie folgt aussieht:

= — . —a— S¥a) — S*(S¥(a) — ...

Die Entstehung der Z-Ketten kann man auch mit Hilfe von Aquivalenzklas-
sen erkliaren: Wenn a und b zwei Elemente aus |2 | sind, sind sie dquivalent,
wenn die Nachfolgerfunktion endlich oft auf das eine Element angewendet wer-
den kann, um das andere zu ergeben. Dabei handelt es sich um eine Aquivalenz-
relation, denn sie ist:

1. reflexiv, weil S%a) = a
2. symmetrisch, weil fiir a,b € |2 | gilt: S%a) =b — S74b) = a
3. transitiv, weil fiir a, b, c € |2 | gilt: (S%(a) = b A SYb) = c) — S* Y a) = ¢

Die Aquivalenzklasse fiir ein Element a ist die Menge, die man erhilt, wenn
man S und die dazu inverse Funktion —nennen wir sie S~ %~ auf {a} anwendet.
Das Resultat ist dann eine Z-Kette. Die Aquivalenzklasse, die 0% enthilt, ist der
Standardteil von |2(|. Es gibt beliebig viele Z-Ketten. Je zwei Z-Ketten miissen
disjunkt sein, da die Nachfolgerfunktion injektiv ist. Ebenso muss jede Z-Kette
disjunkt zum Standardteil sein.

Man kann nun sagen, wie Modelle fiir Ag beschaffen sein miissen:

Jede Struktur 28 mit dem Standardteil

0% — S%(0%) - s®(s®(0%) — ...,

die einen Nicht-Standardteil hat, der aus beliebig vielen Z-Ketten besteht, ist
ein Modell fiir Ag.

Ausserdem sind zwei Modelle fiir Ag, die dieselbe Anzahl an Z-Ketten haben,
isomorph. Die Anzahl kann dabei beliebig sein. Rg besitzt aber keine Z-Ketten,
weil man fiir ein Element aus N nicht beliebig viele Vorgénger, deren Vorginger
usw. auflisten kann. Nach “links” ist bei 0 sozusagen “Schluss”.

Es gibt keinen Satz in Rg der besagt, dass es keine Z-Ketten gibt. Tatséchlich
hat ein Modell 21 von Ag keine Z-Ketten gdw. es keine Menge von Sétzen gibt,
die von A erfiillt werden. 2 hat aber abzdhlbar viele Z-Ketten, deshalb gibt es
auch eine Menge von Sétzen, die von 2 erfiillt werden.

Zwei nicht abzdhlbare Modelle 2l und 25 von Ag sind isomorph, wenn sie die
gleiche Kardinalitdt haben. Das bedeutet ndmlich, dass sie die gleiche Anzahl
an Z-Ketten haben.

Mit Hilfe des Los-Vaught Theorems [1| kann man zeigen, dass Cn Ag eine
vollsténdige Theorie ist. Wir wissen nun, dass Cn Ag vollsténdig ist, dass Th Rg
erfiillbar ist und dass Cn Ag C ThRg ist. Alles das ergibt zusammen Cn Ag =
ThRg.

Ag ist eine entscheidbare Menge von Axiomen fiir Th Rg. Diese Theorie ist
also axiomatisierbar und, wie weiter oben festgestellt wurde, auch vollstandig.
Somit ist Th Rg entscheidbar.



Kapitel 2

Quantorenelimination

Da nun gezeigt wurde, dass Th #g entscheidbar ist, kann man priifen, ob Quan-
torenelimination in Th #g moglich ist. Zuerst wird das Verfahren der Quantoren-
elimination allgemein erldutert und danach auf die Theorie ThRg angewandt.

Es wird auch ein weiterer Anwendungsbereich der Quantorenelimination vor-
gestellt: die Geometrie. Hier wird nur die Intuition gegeben, und die Quantoren-
elimination wird an einem Beispiel durchgefiihrt.

2.1 Allgemeines Verfahren

In einer Theorie T darf man genau dann Quantoren eliminieren, wenn es fiir
jede Formel ¢ eine quantorenfreie Formel ¢ gibt, sodass gilt

T |= (¢ < ¥).
Es reicht aus, nur Formeln ¢ der Form
Jz(ag A ... A ay)

zu betrachten, bei der jedes «; eine atomare Formel oder deren Negation ist.
Wenn es fiir jedes dieser ¢ eine quantorenfreie Formel 1) gibt, sodass T = (¢ <
1), darf man die Quantorenelimination in T durchfiihren.

2.1.1 Beweis zum allgemeinen Verfahren

Wenn 6 quantorenfrei ist, dann wird behauptet, dass man fiir jede Formel der
Gestalt dz 0 eine quantorenfreie, aber trotzdem Adquivalente Formel finden kann.
f wird in disjunktive Normalform gebracht. Es entsteht eine Formel der Form

Jx[(ag Ao ANam)V (Bo Ao ABr) Voo V(g Ao A&
Diese ist logisch dquivalent zu
Fz(ag Ao A)VIZ(Bo Ao o ABR) Voo VAT (Eo AL A E).

Der Behauptung nach kann man nun jedes Disjunktionsglied dieser Formel wie-
der durch eine quantorenfreie Formel ersetzen, da es die Form Jz(ag A ... A ay,)
hat.



Dieses Verfahren kann man sogar auf beliebige Formeln anwenden, da es
immer moglich ist, sie in Bestandteile der Form Jx(ag A ... A ay) aufzutei-
len. Dazu bringt man die Formel zuerst in Prinexform. Das Ergebnis ist dann
von der Bauart Q1y1 ... Qny,F. Dabei sind die ); Quantoren, die y; Variablen
und F' ist quantorenfrei. Nun muss man die Allquantoren in Existenzquanto-
ren umwandeln (Vz\ < —3x—\) und die dabei entstehenden Negationen in die
Formel F' hineinbringen. Dann bringt man F in disjunktive Normalform. Die
Existenzquantoren werden vor die einzelnen Disjunktionsglieder geschrieben.
Jedes Disjunktionsglied hat nun die geforderte Form.

2.2 Quantorenelimination in ThRg
Wie im allgemeinen Verfahren beschrieben, reicht es aus, Formeln der Gestalt
Jz(ag A ... A ayg)

zu betrachten.

Dabei sei wieder jedes a; eine atomare Formel oder deren Negation. Es wird
gezeigt, dass man eine solche Formel in eine dquivalente quantorenfreie Formel
umwandeln kann.

Die einzigen Terme, die es aufgrund der Einschrinkungen in g geben kann,
haben die Form S*u. Hier kann u nur 0 oder eine Variable sein. Die einzig
moglichen atomaren Formeln sind Gleichungen.

Jz(a A B) wire tautologisch dquivalent zu aw A 3z3, wenn z nicht in jedem «;
vorkdme. Daher wird angenommen, dass = in jedem a; vorkommt. Jede atomare
Formel «; muss deshalb entweder die Form

S"x ~ S™u

oder die Form
S™x % S"u
haben.

Weiterhin wird davon ausgegangen, dass u verschieden von z ist, da man
ansonsten S™x ~ S"x einfach durch eine Tautologie ersetzen konnte, wenn m =
n wire (denn diese Aussage wire fiir jedes  wahr) bzw. durch ein Oxymoron,
wenn m # n wire (denn diese Aussage wire fiir jedes x falsch). In der Sprache
Rg driicken wir die Tautologie durch 0 = 0 aus und das Oxymoron durch 0 % 0.

Im nun folgenden Teil des Beweises miissen die beiden moglichen Formen
fiir oy; getrennt betrachtet werden:

1. Fall: Jedes «; ist die Negation einer Gleichung und die Gleichung hat die
oben beschriebene Form.

Dann kann man die gesamte Formel durch 0 = 0 ersetzen, denn man kann
immer ein z finden, auf das die Ungleichung zutrifft. Es kommt dann
in der gesamten Formel kein & mehr vor, und der Existenzquantor kann
weggelassen werden.



2. Fall: Mindestens ein «; ist nicht negiert. Angenommen, dieses a; sei «q
und habe die Form
S"r =t

wobei der Term ¢ kein z enthalte.

Die Losung fiir x darf nicht negativ sein. Deshalb wird Sz &~ ¢ durch
t#EOA... At S™ 10

ersetzt bzw. durch 0 ~ 0, wenn m = 0 ist (denn man findet immer ein z,
das gleich ¢ ist).

Im Falle m # 0 kann man sich diese Ersetzung folgendermafien klar ma-
chen: S"z ~ t wird unwahr, sobald m grosser als ¢ ist. Denn dann findet
man kein x mehr, dessen m-ter Nachfolger gleich ¢ ist. Genau dann wird
auch t % OA... At % S™ 10 unwahr: das (t + 1)-te Konjunktionsglied
ist ndmlich gleich t.

Danach wird in jeder anderen atomaren Formel o

Sky ~u

durch
SkHmy ~ 8™y

ersetzt.

Wegen der anfinglichen Annahme, dass ag die Form S™z ~ ¢ hat, kann

man dies auch als
Skt ~ 8™y,

schreiben.

Es ist nun eine Formel entstanden, in der kein z mehr vorkommt. Also
kann der Existenzquantor weggelassen werden. Das Resultat ist auch hier
eine quantorenfreie Formel.

2.2.1 Ein Nebenprodukt der Quantorenelimination in Th Ry

Die oben beschriebene Quantorenelimination liefert nebenbei einen weiteren Be-
weis fiir die Vollstandigkeit von Cn Ag. Aus einem Satz o macht die Quantoren-
elimination einen quantorenfreien Satz 7 sodass Ag = (o < 7).

T besteht aus atomaren Sitzen, Negationen und Implikationen, und daher
wird behauptet, dass entweder Ag = 7 oder Ag = —7. Ein atomarer Satz
muss die Gestalt S¥0 ~ S'0 haben. Wenn k = [ ist, ist er ableitbar von Ag,
das heisst er ist in Cn Ag. Wenn k # [ ist, ist er von Ag widerlegbar. Somit
ist seine Negation von Ag ableitbar und in Cn Ag. Jeder quantorenfreie Satz
kann abgeleitet oder widerlegt werden, weil dies auch fiir jeden atomaren Satz
moglich ist. Das begriindet die Behauptung und zeigt, dass entweder Ag = o
oder Ag = —o.



2.3 Quantorenelimination in der Geometrie

Eine geometrische Aussage wird in einen algebraischen Satz iibersetzt. Aus die-
sem Satz werden lineare oder quadratische Variablen eliminiert, sodass der Exi-
stenzquantor, der sie bindet, weggelassen werden kann. Vorhandene Allquanto-
ren werden durch Existenzquantoren ausgedriickt (VzA < —=3z—\). Wenn der
Satz keine Quantoren mehr enthélt, wird es sehr viel einfacher zu zeigen, dass
er wahr ist.

Die zu beweisende Formel darf aus polynomialen Gleichungen (f = 0) und
(strengen) polynomialen Ungleichungen (f <0, f > Obzw. f <0, f > 0undf #
0) bestehen, die durch logische Operatoren verkniipft werden. f ist ein Polynom
mit mehreren Unbekannten und rationalen Koeffizienten.

Wir nehmen an, dass 1 eine quantorenfreie Formel ist, in der die Varia-
ble z hdochstens mit Grad zwei vorkommt und deuten eine Formel der Art
Jz(Y(x,uq,. .., u,)) durch @(uq,...,u,) an. Dabei ist jedes u; entweder ein
Parameter oder durch einen weiter aufien stehenden Quantor gebunden. Wenn
u; durch einen Quantor gebunden ist, wird es mittels wiederholter Anwendung
der hier beschriebenen Prozedur eliminiert. Aus ¢ wird durch Umformungen ei-
ne quantorenfreie Formel ¢*(uy, ... ,u,) gemacht, in der kein  vorkommt. Uber
den reellen Zahlen muss dann gelten:

*
O(U1y - yup) — @ (U, . Up).

Das kann man auch anders ausdriicken: u; nehme beliebige Werte a1, ..., a, €

R an. Dann ist ¢*(aq,...,a,) genau dann in R wahr, wenn ein b € R existiert,

das ¢(b,ay,...,ay) in R wahr macht.

2.3.1 Beispiel zur Quantorenelimination in der Geometrie
Die folgende Behauptung wird mit Hilfe der Quantorenelimination bewiesen:
Zwei Geraden kreuzen sich in genau einem Punkt.

Dem Beweis liegt folgende Idee zugrunde: Die z-Achse stellt die erste Gerade
dar, die zweite Gerade wird durch die lineare Funktion mx + b dargestellt.
Als erstes wird die Behauptung als Formel aufgeschrieben:

Jz(mz+b=0AVYy(y #x — my+b#0))

Alle Quantoren miissen aufsen stehen, daher wird die Formel in Prénexform
gebracht. Die Implikation wird aufgeldst:

JzVy(mx +b=0A(y =2V my+b#0))
Der Allquantor wird in einen Existenzquantor umgewandelt:
Jr—Fy—-(mx+b=0A(y=xVmy+b+#0))
Das de Morgansche Gesetz wird auf die dufere Klammer angewandt:

Jz=Fy(=(mx+b=0)V-(y=2Vmy+b+#0))



Das de Morgansche Gesetz wird auf die hintere innere Klammer angewandt:
Jr—-Fy(~(mx+b=0) V (-(y =) A=(my +b#0)))
Die Negationen werden umgewandelt:
Jz—Fy(mz+b#0V (y #xz Amy+b=0))
Das ist dasselbe wie:
Jz—=Fy(mz+b#0V (y # z Amy = —b))

Nun wird m # 0 zu der Theorie hinzugefiigt. Das heisst, dass die zweite Gerade
nicht parallel zur x-Achse verlaufen darf. Dann ist die Gleichung my = —b nicht
trivial und man kann y durch _mb ersetzen. Das ergibt:

Jr—Jy(mz+b#0V (=b# ma A —b = —b))

In der entstandenen Formel kommt kein y mehr vor. Daher kann man Jy weg-
lassen und die Negation in die Formel “hineinziehen”. Danach wird noch zwei
mal das de Morgansche Gesetz angewandt. Das ergibt:

Jx(mz+b=0A—b=mzV —b# —b)

Der Teil —b # —b kann weggelassen werden, da er 0 ergibt und oder-verkniipft
ist. Das ergibt dann:
Jz(mx +b=0A—b=mz)

Da m # 0 gilt und die Gleichung ma = —b nichttrivial ist, darf man = durch

=b ersetzen:

Sw(—b+b=0A—b=—b)

In dieser Formel kommt kein x mehr vor. Deshalb kann man auch den letzten
Existenzquantor eliminieren und erhélt:

(—=b+b=0A—b=—b)

Diese Aussage ist offensichtlich wahr. Damit wurde mit Hilfe der Quantoren-
elimination bewiesen, dass sich zwei Geraden in genau einem Punkt schneiden,
wenn sie nicht parallel sind.
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Kapitel 3

Zusammenfassung

In dieser Seminararbeit wurde ein Entscheidungsverfahren fiir spezielle logische
Theorien vorgestellt: Die Quantorenelimination.

Im ersten Kapitel wurden Grundlagen zum Umgang mit logischen Theorien
vermittelt und die Sprache der natiirlichen Zahlen mit Nachfolgern wurde er-
kldrt. Des Weiteren wurde gezeigt, dass die Theorie dieser Sprache entscheidbar
ist.

Darauf wurde im zweiten Kapitel aufgebaut. Zuerst wurde hier ein allgemei-
nes Verfahren fiir die Quantorenelimination in einer Theorie beschrieben und
bewiesen. Danach wurde gezeigt, dass man dieses Verfahren auf die Theorie
der natiirlichen Zahlen mit Nachfolgern anwenden kann. Ein dabei entstehendes
“Nebenprodukt” wurde erklért.

Schliesslich wurde noch eine Intuition davon gegeben, wie man Quantoren-
elimination in der Geometrie einsetzen kann. Dies wurde an einem Beispiel vor-
gefiihrt.
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